CIENCIAS

El concepto de vectorizacion

CARLOS AMADOR

| conceplo de wvectorizacion es, en realidad, muy

sencillo. Pero, como pasa con la inmensa mayorfa

de los conceplos cientificos, requiere de una larga

introduccién que le dé contexto. En contraste, el
arte, la metafisica y unas cuantas ideas cientificas (notables
excepciones) no necesitan de esta introduccion. Estdn cerca
del hombre, son evidentes, tienen sentido inmediato, son uni-
versales. (Decimos que una idea cientifica ¢s universal si, de
acuerdo con la teorfa aceptada en es¢ momento, s¢ aplica o
s¢ cumple en todas las instancias que somos capaces de ima-
ginar. Y no hacemos ninguna referencia a su alcance entre
los hombres. Alternativamente, la otra universalidad se refie-
re precisamente a lo que nos aleanza a todos, a aquello a lo
que todos somos sensibles. Una es una antropocentrista en el
closet, la otra anda de loca.) Porque también ¢s una imposi-
cidn reciente la idea de que para apreciar una obra de arie
s¢ nccesite una educacidon académica especial. Concedo la
posibilidad de que haga falta una sensibilidad especial, un te-
rreno fértil y receptivo. Pero esa fertilidad no requiere cur-
sos, grados, problemas particulares especificos; para adquirir-
la basta con estar vivo, los Gnicos antecedenles necesarios
son ¢l amor, la pasidn, ¢l miedo, la soledad: algo de lo que
todos sabemos.

En cambio, para entender un concepto cientifico, de los
que podrfamos llamar menores, y que son los méds abundan-
tes, hace falta haber viajado una larga ruta en un tren de
pensamiento dado. Hace [alta haberla seguido fielmente. No
hay manera de llegar a ellos de golpe. En eso, algunos hemos
encontrado motivo de orgullo y hemos llegado a suponer que
esa particularidad hace de ésta la indiscutible forma superior
de conocimiento, como si la universalidad de la otra fuera un
defecto. La verdadera obra de arte, la intuicidn metafisica ge-
nial, es universal y evidente. Requicre de una minima explica-
cidn, un esfuerzo accesible a todos los hombres. El concepto
iécnico, en cambio, implica necesariamente la prisién del con-
lexto.

Asl pasa con la vectorizacion. Una de las cosas més difici-
les de ensefiar en la fisica, en las matemdticas o en la quimi-
¢a, es ¢s0 que en nuestro limitado vocabulario llamamos
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respectivamente intuicién fisica, matemdtica y quimica. Pedi-
mos que, en ¢l que aprende, se desarrolle pronto la capaci-
dad de pensar en un problema como una situacidn natural.
Decimos algo asf como —Imaginate que vas por la calle y de
pronto tienes que multiplicar una matriz por otra. Como
cuando un maestro de cello le dice a su alumno — Asl, natu-
ral. éVes qué ficil?—, en ¢l momento preciso en que esa po-
sicin le acalambra los brazos. {Por qué un ser humano ha
de adoptar esa posicidn tan rara? éPor qué otro ha de multi-
plicar dos matrices? Porque esa es la ruta especifica que les
lleva a lo que se proponcn. No hay otra, pero mientras, el
primero produce algo que provocard una reaccidn en todos
los hombres, ¢l segundo produce solamenile otra matriz (o,
dependiendo de los detalles del problema, un vector e incluso
un ndmero).
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Podemos construir un contexto para nuestra multiplica-
cién. Podemos contar una larga historia que justifique ante
nuestro auditorio, con mds o menos éxito segldn convenza
méas 0 menos, la necesidad de multiplicar esas dos matrices.
Podriamos, con alguna imaginacion, encontrar un problema
cuya solucidn requiera la dichosa multiplicacidn con el que
nuestro auditorio alcance cierto grado de identificacion. (In-
sisto, la limitacidn no estd en nuestro auditorio.) A menudo,
sin embargo, sucederd que en ¢l camino, desde el problema
planteado hasta la multiplicacion, perdamos la atencidon de
nuestro auditorio conforme lo vayamos claborando. En esta
ocasidn ya nos arriesgamos bastante. Asl que olvidemos el
pretexto y empecemos a darle contexto al concepto de vecto-
rnzacion (que queremos demostrar que ¢ muy sencillo), a
partir de la concedida necesidad de multiplicar dos matrices.

Las matrices son conjuntos de ndmeros acomodados en
renglones de acucerdo con una convencidn, por cjemplo:

rengldn I ——» 7 10 7 2
renglin 2 --3 1 -3 5
renglén 3 —-> | 2 -4 0

Este acomodo particular sugiere otra descripcion: las ma-
trices son conjuntos de ndmeros acomodados en columnas.
Por ejemplo:

columna } 2 3
| i

m 7 2

1 -3 5

2 4 0

Es imposible vencer la tentacidn de hacer las definiciones
que siguen. Asl, decimos que la matriz de nuestro ejemplo es
una matriz de tres renglones por tres columnas, O para ir mds
rapido, de 3 x 3. Y para referirnos a una elemento particular
de esa matriz damos sus coordenadas; asi, ¢] siete que apare-
ce en el primer rengldn, en la segunda columna, es el ele-
mento “12" (léase “uno dos” y no“doce").

Queremos multiplicar dos matrices, es decir, necesilamos
otra. S3lo que en lugar de invenlar otro conjunto de ndmeros
cualesquicra para cscribirla, podemos referirnos a cualquier
matriz representando sus elementos-en general. Supongamos
que la nueva malriz estd representada por:

apy apy ag3
A=l arr an
a3 a3 4y

(1)

Y ya que llegamos hasta aqui, olvidémonos de la primera
matriz y utilicemos otra de estas generales:

by b2 bia
B=|by br bxn

bat baz bas
(2)

Ahora sl. Ya podemos hacer la multiplicacidn. Fsta s¢ de-
fine (y aqul aparece de nuevo el fantasma que estamos tra-
tando de exorcizar desde el principio; las preguntas ipor qué
se define asi?, {para qué se define asi?, son legitimas y deben
contestarse, pero para llegar a demostrar que ¢l concepto de
vectorizacion es muy sencillo las tenemos que descartar por
¢l momento) de la siguicnte manera: el resultado de la multi-
plicaciin serd otra matniz.

Cll €12 €13
C=lea cnen
€3] €3 €33
cuyos clementos son,
cij = ajby + apby + apby, (3
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(i y J representan, como convenimos, €l renglon y la columna
donde estd situado el elemento cjj de la matriz C). Exste una
representacion esquemdtica de la forma cn que s¢ oblicne ca-
da elemento del producto:

air a aiz)] (b bz b1z]  [en [Fi2jeis
az an an| by bnlbn| =|cn €2 en
a3l a3z ax| b3 b3 b 31 €32 €33

Por ejemplo, para obtencr ¢l elemento cy2 del resultado
hay que utilizar los elementos del renglén 1, de la primera
matriz y ios de la columna 2 de la segunda. Y multiplicarios
entre sf —el primer elemento del renglon con el primero de
la columna, el segundo con el segundo y asl succsivamente —
y sumar los resultados. Este proceso es lo que estd repre-
sentado en la ecuacion (4).

Ahora sf, ya casi llegamos a la vectorizacion. S6lo falta ver
cimo s¢ programa una multiplicacidon de matrices en una
computadora. Queremos obtencr todos los elementos de la
matriz que resulta de multiplicar A por 8. Is decir, queremos
oblener los clementos de la matriz O, cjj dados por la ecua-
cidn 4, para todos los valores de @ y j. En nuestro ejemplo,
tanto i como j pueden tomar los valores 1, 2 y 3. En FOR-
TRAN esto se indica de la siguienie manera:

do 100 =1,
do 100 =1,
do 100k = 1,
cfs j) = cfi, j

100 continue.

ﬂ-_-u_pl'i"‘"-l"'

+ afi k) * bik j)

La primera instruccion inicia un proceso repetitivo cn el
que ¢l Indice i va a tomar los valores, 1, 2 y 3. Para cada uno
de estos valores existe otro proceso repetitivo en ¢l que ¢l n-
dice j va a tomar los valores 1, 2 y 3. Finalmente, un Gltimo
proceso repelitivo hace que & tome los valores 1, 2 y 3. Para
cada terna de valores de i, J y &, la cuarta linea indica la ope-
racion que se efectda entre los elementos correspondientes
de las matrices v ¢l elemento al cual se suma ¢l resultado. El
lector puede convencerse de que este proceso ilerativo pro-
duce los clementos dehlinidos por la ecuacion (4).

Para cada valor de { (el ciclo repetitivo mds interno), se
suma a oft, ) ¢l ndmero que resulta de la multiphcacion de
a(i, kysb{k, fy. a{i k) es un nimero distinto para cada valor
de 1 (que ¢s ¢l Indice que estd cambiando mds aprisa), cn
cambio, b(k, j) es una constante independiente del valor (y
del cambio en el valor) de 1. Asl lo que tenemos es la multi-
plicacidn de una variable, a{i, k), por una constante, b(k j), v
su adicidn a otra variable, c(i, j).

Y, ahora si, ya estd todo listo para entender qué es la veclo-
rizacidn y por qué ¢sta hace tanlo mds rdpidas a las supercom-
putadoras. Esencialmente, la diferencia estd en la forma en que
la computadora realiza el proceso indicado. Mientras que las

Mo TR JLTLEO 1991

17



s il m I“u-al.
o] i al

CIENCIAS

.li_'-lmil-l-.ﬁl-‘-.l ]

".‘ !"ﬁh -

|
/

méquinas normales ejecutan sus instrucciones una por una, las
supercomputadoras pueden hacer varias operaciones simultd-
neamente.

Una méquina normal (también llamadas secuenciales) fun-
ciona paso a paso. Cada determinado lapso, ejecuta una nue-
va instruccion. Y durante ese tiempo sdle hace eso. Como en
el cine, la ilusién de continuidad proviene de la brevedad de
es¢ lapso. (No son ya escasas las mdaquinas en las que ese
lapso ¢s de la cuarta parte de una millonésima de segundo.)
La parte de la maquina donde se hacen las sumas y multipli-
caciones se denomina procesador. En €l estdn programados
los algoritmos necesarios para hacer sumas, multiplicaciones,
divisiones, comparaciones ldgicas, y una 0 dos operaciones
mds. Supongamos que, en nuestro ejemplo, los Indices k y j
valen respectivamente 3 y 2, y nos encontramos al inicio del
ciclo sobre 1. El procesador trae de la memoria central el ele-
mento b(3,2), la siguiente instruccidn (que se efectda después
de que ha transcurrido el lapso de tiempo mencionado) llama
al elemento a(1,3); un instante después, ambos nimeros en-
tran en el algoritmo de la multiplicacion. Este consiste tipica-
mente en unos sicte pasos (comparar los signos, sumar los
exponentes, etcélera) y, consume por lo tanto, siete instantes
més. De nuevo, duranie este tiempo la médquina no puede
hacer ninguna otra cosa. Luego viene [a suma; hay que traer
¢l nimero ¢(1,2) y sumarlo al resultado de la multiplicacitn:
olros siete u ocho instantes. En total, producir cada nuevo
término consume unos veinie intervalos.

El procesador de una supercompuladora, en cambio, estd
disefiado para permitir cierto grado de simultaneidad. Los al-
goritmos que utiliza el procesador para sumar, multiplicar, di-
vidir, etcétera, son idénticos a los de las otras méquinas: las
diferencias se encuentran en la arquitectura misma de la ma-
quina. La primera es que en el procesador de una supercom-
putadora pucden estar presentes, al mismo tiempo, varios
nimeros. Asi, para hacer la multiplicacidn de nuestro ejem-
plo, la supercomputadora, en un solo lapso, lieva al procesa-
dor toda una columna de la matriz A: a(1,3), a(2,3) y a(3,3).
En seguida llama el ndmero por el que tiene que multiplicar
toda esta columna: b(3,2). Con todos cstos nimeros en el
procesador inicia las operaciones. Mete en ¢l algoritmo de la
multiplicacion la primera pareja de nimeros: a(1,3) y b(3,2).

e ——

Y aquf aparece la segunda gran diferencia: el algoritmo de la
multiplicacién es el mismo, pero estd completamente segmen-
tado. Lo que esto significa es que, un instante después, cuan-
do la primer pareja ya estd en ¢l segundo paso de los siete
que componen la multiplicacion, la siguiente pareja (que in-
cluye ahora a a(23) y de nuevo a b(3,2), inicia su proceso.
Asl, cuando la primera estd en el tercer paso de la multiplica-
cion, la segunda ya estd en ¢l segundo y la tercera estd empe-
zando. Desde luego, para obtener ¢l primer producto, lienen
que pasar varios instantes; pero a partir del momento en que
la primera parcja acaba su proceso, cada instante s¢ obliene
un nuevo producto. Y eso no es todo. La tercera diferencia
es que en las supercompuladoras el procesador estd dividido
de tal manera, que la parte encargada de la multiplicacion es
independiente de la parte encargada de la suma (y de la par-
te que divide y de la que hace comparaciones logicas), es de-
cir, las unidades funcionales son independientes. Entonces,
cuando el primer producto estd disponible se puede iniciar la
suma, sin esperar hasta que todos los productos se hayan cal-
culado. La suma funciona de manera similar: las parcjas de
sumandos se van alimentando en el algoritmo una cada ins-
lante. Y, de nuevo, una vez que llenan esa “linca de monta-
je", es decir una vez que hay una pareja de sumandos en
cada una de las ctapas de la suma, cada instanic salc un
térming; de manera muy similar a como se [abrican produc-
10s en serie: autos, televisores, computadoras (pero no super-
computadoras; de ecsas sOlo se hacen unas cincuenta cada
afio).

Nuestro ejemplo es demasiado chico para lienar la Ifnca
de montaje. Pero es muy fdcil imaginar la situacion analoga
en la que las matrices que mulliplicamos tengan, digamos,
cien renglones y cien columnas. Después del tiempo de
“arranque” (el tempo que tarda en llenarse la linea) la su-
percomputadora estard produciendo una multiplicacidn y una
suma en cada instante. La aplicacion de la vectorizacion au-
menta, por si sola, unas veinte veces la rapidez de célculo.
Ademds, ya que de todas maneras la supercomputadora va
a ser una mdquina extremadamente cara, los [abricantes
s¢ pueden dar el lujo de emplear los malenales mas rapi-
dos conocidos y que resultan demasiado coslosos para las
computadoras mds modestas. Los instantes caracterfsticos
de estas maquinas son de unas pocas mil millonésimas de se-
gundo.

Desde luego, esperamos de una computadora que haga al-
go mds que multiplicar matrices. Quizd resulte sorprendente
saber que, sin embargo, la mayor parte de las aplicaciones
cientificas de las computadoras utilizan multiplicaciones de
matrices, y, de hecho, consumen la mayor parte del tiempo
en esie simple proceso. Pero sf, es cierto: si un progrma de
computadora no multiplica matrices, el emplco de una super-
computadora €s un poco excesivo, Exceplo por otra caracte-
ristica fundamental de las supercomputadoras: algunas de
cllas ticnen varios procesadores trabajando simultdncamente,
Todos ellos capaces de veclorizacion.

Y ya. Asl de fécil. Desde luego, los problemas de disefio
asociados con la aplicacidn de estas ideas tan simples son gi-
ganiescos. Y eso hace que cada supercomputadora cueste en-
tre cinco y veinte millones de ddlares y que los fabricantes en
iodo el mundo sdlo sean cinco O seis. Pero, quisiera insistir,
la idea de vectorizacion es sencilla.
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